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PROBLEMA DE EXTREMOS 


por A, GOUVÊA PORTELA 


PROFESSOR DO 1. 5. T. 


Introdução 


O problema de extremos apresenta por vezes certas dificuldades em casos não regulares. 
Em termodinâmica, testa-se a estabilidade dos sistemas, verificando se, no ponto em estudo, a ener- 
gia interna ou a entropia têm um extremo nesse ponto. 

As funções que definem a energia interna ou a entropia no espaço termodinâmico são conti- 
nuas e susceptíveis de desenvolvimento em série de Taylor, mas justamente nas regiões mais inte- 
ressantes, na vizinhança de «transições» ordem-desordem ou deslocamento, a função deixa de ser 
regular. 

Daí resultou esta análise que resolve um pouco melhor o problema de extremos do que o 
método clássico e não é muito difícil de aplicar pois consta na formação de alguns quadros e na 
resolução de algumas equações de grau, em geral, pouco elevado. 

De facto a estabilidade em termodinâmica não tem sentido físico se se decide para além 
da 4.2 ordem. 

Este será o primeiro artigo, que trata apenas o caso de uma função de duas variáveis 
independentes. 

A generalização a espaços mais vastos far-se-á em artigos posteriores. 

Usam-se frequentemente espaços de representação que resultam de transformadas, não linea- 
res, sobre as variáveis (h, k), nomeadamente o espaço O (x,k). 

Estes artifícios de cálculo facilitam grandemente a exposição e depois, na aplicação, permitem 
uma rápida identificação das diversas hipóteses. 


Em artigos a publicar posteriormente, apresentar-se-ão outros espaços de representação que 
apresentam certas aptidões ao tratamento gráfico. 


Símbolos 


— Letras do abecedário latino minúsculas, excepto h, k,m e n, com ou sem índices, repre- 
sentam a série 0,1,2,3,.... co. 

— he k representam os números reais satisfazendo às condições: Oo<|h|,|k|<1 

— m en (com ou sem índices) representam qualquer número real finito: |m | co. 

— Letras do abecedário latino maiúsculas, representam números arbitrários reais satisfazendo 
às condições: O< A,B,...< co. 
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— d) e: (com ou sem índices) — representam um número positivo menor que a unidade 
que pode ser feito arbitráriamente pequeno, isto é, 0 |0|<1 ed arbitrária- 
mente pequeno. 

— S,o Soma dos termos de uma série cujas formas são: mi; h' k'. Podem ser ou não 
indiciados. 


Lema 1 


Se forem dados: 


— um monómio da forma: ma,p hº kP 
— uma série cujo termo geral é: ma +i,b +; hº ti kb+) 


— sendoi+j>1 


então será: 


Ima hº. k»| > er Imarib+; hS+i. kb+5] (1) 
ab = 0 
Se: R=bo e |h|, |k|<|o1| 


Demonstração : 


Como h, k + 0, dividamos a desigualdade (1) por |hº k?| e obteremos: 
Imap| >, 2 lmatib+s ho. K (2) 


Designando por |N| o maior dos |ma ip +;| 


será IN|> Ima+ip+il dj=0,... 00 
e então 
INT 2, Ih > 2 maine [Th EoIk? (3) 
mas : > hi.lki= 5 |hfoikp+ ZIkP+4 Zn 
j=0 ij=1 j=1 i=1 
porque itj2zl 
Porém : 
Z Ihi.lkb = E lhfht . E |kl 
1,)==31 j==1 = | 
e E 
E 1—1|h|= 1 
24 jhli= >" =———— h 1 
i=0 Ta [Ri 1—- |h| CERA a 
s |hi=— a a À io BT 
= 1— |h | 1— |h] 
e identicamente para |k|. 
Donde: 
A no(a = tl q dt gt qo th 
j=0 1— |h| 1— |k| 1— |k| 1— |h'] 
a Roth RA) th 
(1=|h]).(1—-]k1) 
TRONICGA 
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Substituindo em (3) e (2) teremos: 
NÉ 


Ed. ED ss ty a ft LR do A] 
3) ==0 


< | map | (4) 
(1—|h|).(1—|k]) 
e haverá sempre um ô suficientemente pequeno de modo que a desigualdade (4) seja satisfeita para 
quaisquer h e k que satisfaçam à condição | h |, |k | < à e daí 
|ma,p hº kP | > ai R | matib+; hºtikbti] para |h|,|k|< à 
) = 


Lema 2 


Nas condições do lema 1, mas seb=0ehf0€e|h|,|k| 0, 


o 
será Imao hº|> 3 Ima hº+tt ki] (5) 
1,j=0 
Basta repetir a demonstração indicada no lema 1. 
Lema 3 


Nas condições do lema 1, massea=0ek £0elh|,k|<3%, 


ee) 
será Imod k|> 3 Impyyh'i kb+)] (6) 
j=0 
Demonstra-se dum modo idêntico. 
Lema 4 


Nas condições dos lemas 1, 2, 3, 


SR b E ha+i  kb+i 
se for Ima, hº. k?| > dq ad | 
para |h |,|k|<<|%| 
será também: 
oo 
Imsh.PI>] 3 o maga ti | (7) 
ij=0 
e 
oo e 
Ima |. |h IS kk]? > | mari |) EPE ph (8) 
para Ih), |kI<]| 
Lema 5 
As seguintes consequências triviais podem ainda deduzir-se : 
se a=0 b=0 sá a,b50 
k = 0 h=0 


houk =0 
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será 


oo “ . 
Imaphº.k|= 3 |mayipbyihiti.kb+Hil=o0 (9) 
ij 


Qualquer que seja 0O|h|,|k|<0, map hºº. kP tem o sinal de mao. 
Com efeito, hº . kP=(h)º. (K)P >o. 

Portanto o sinal de m2a,2p não é afectado. 

Se h ou k =0, obtém-se o resultado trivial mza,2p h2 kKP =, 


| 
Lema o | 
| 


Lema 7 
houk o 
Nas condições dos lemas anteriores se for | e 
aeb-=0 
será o Es 
| mao hº | + [mos kº | > 2 | mat, hei dó | + vão | mia ht e | (10) 


para |h|,|k|< 3 


Com efeito, 


Se : di - pode verificar-se a desiguldade pelo lema 2, para |h |, |k | < 3 
Se dE o mesmo, pelo lema 3, para [h|,|k| < 3 
k E 0 


E h FO então, bastará somar ordenadamente para demonstrar o lema 7, desde que 
k + o Ih|,|k|< à sendo : & <L O3, da 


Teorema 1 


Sejam dados : 


— a série cujo termo geral é: mys.h" .ks 


— Os monómios : A hºce Bk2d, 


sendo : rt+ts>1l 
à » DO 
houk = 0 


A soma da série (ST) é positiva quaisquer que sejam h,k, se existir um par A, B, tal que : 


2c,2d 
So = 2 ms h'k > Ah?c 4 Bk2d (11) 
F,Ss=0 
para IhI,|k|< (0,3) 
ou |Ih|,|k|]< de com dk < (35,3) 


A série diz-se positiva-definida. 
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Demonstração 


A soma da série é dada pela seguinte expressão: 


oo 
S = 53 mesh'k rtsz21l 
Fr, S=0 
mas 

o 2c , 2d oo 09 
2 Mrs h' k* = 3 Mr,s h' k* + da Mr,s hºk'*' + 2 Mr,s hº.k? 

Fr, S=0 r. 5=0 r=20++1 r=0 

s=0 s=2d-+1 


Se admitirmos que existe o par A, B referido, será 
2c, 2d 
S = 3 mesh'ks> Ah + BKk'd 


Ff, 5=0 


para > |h],lIkl| 
mas pelo lema 7 será, para |h],|k | << 
AhcrtBKIi> E |Imshk|+ Z Imshk| > 
ac+1 r=o0 


fm 
8$8=0 s=2d+-1 


mas Ah?ºLBk'»>o porque h,k, não podem ser simultâneamente nulos por hipótese. 
Donde So>0 e STr>O0 

para Ihl,]k|< (os, 04) q. e. d. 

ou |h|,|k'!'<ôd com dd ô,a. 


Teorema la) 


Nas condições do teorema I, se existir um par de números negativos — A, — B tal que 


2c, 2d 
S= 3 mshk<(-A)ho+(—B) kd (12) 
E BE 0 
para |hi,ilk|<ôd e d< os, dk 


então Sr é negativa e a série diz-se negativa-definida. 
Demonstra-se como o teorema 1. 


Lema 8 


Se forem dados 


— os monómios: mrs h' k' e mi; hi k 


— a desigualdade: [mesh k | > Im hi k'| (13) 
Para que a desigualdade (13) se verifique será suficiente que: 


(r—-)za<j-s e Ih), |k|<<i<1 
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sendo: 


Demonstração: 


«> |h = | k | * 
h,k E0 
hi, |k|< 


Fl st,8= 0; 1, 2 cus 
O a< o 


Façamos a transformada seguinte |h| =|k|* 
O espaço :(h,k) é substituído pelo espaço & (x, k). 
O domínio de variação de h e k é O ilk!; [KIA 


O domínio de variação de « 
Aplicando a transformada (14) 


| Mrs | ” 


ou [| (Ee+ O — Ge) >| mi 


Mr,s 


e para |k | 0 esta desigualdade 


ou 
Lema 9 
Se, nas condições do lema 8, for: 
h=o0 
e 
ou | Ed 
j£o 
| k = 0 
e 
ou 
ie 
io 
Para que a desigualdade (13) se verifique é suficiente que, respectivamente : 
| r=0 
S<.j 
| s=0 
ou 
+13 
Demonstração : 
Sei=-0(ej 0) a desigualdade (13) escreve-se 
| mr,s h" ks | > | mo, k' | 
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é Qu ue o, 
a (13) obtém-se: 


E preert | ma | jk | ++ 


é satisfeita se 
(ra+s)—-(iz+j)<oO 
(r—i)a< (G—s) 


(14) 


(15) 


(16) 


(17) 


(18) 


(19) 


(20) 


(21) 


Desigualdade que é satisfeita, para h == 0, se l E e x 
s< j. 
que == 0 
Dum modo idêntico se demonstraria que para | ds será (13) satisfeito se | ; 
j=0 (150) pes 
Lema 10 
Sejam dados : 
— um termo da forma mr, h" k* (rs) >1 
— uma série de G termos mjh'k' (,))>1 
— os termos mao hº e mop k? 
Para que : E 
[mes h'kS | > r [mi hi ki | + | mao hº| + | mo k* | (22) 
será suficiente que existam ax (x >>0), tais que satisfaçam o sistema de desigualdades seguinte : 
([—-)aj—s 
(r—-a) a —s À 
ra<b—s [para todos os termos (i, j) em número de G finito. (23) 
e |k|<g 


Demonstração : 


Para que Imesh'k | > Imyhik| (h,k£o0) é suficiente que (r—-i)a<j—s 
e |k | <ô (Veja-se lema 8). 


Donde 
| Iyl. Imeshk | > Imyhik| (h,k 5 0) se 
| (r-)a<j—-s e |k|<M<d Sendo | sl (24) 
Idênticamente será 
[ya l. Imesh'ks| > |maohº| (h,k 50) é suficiente que 
(Ed) É EE jo é FEL AC O 7 Riadd (25) 
>> O 
e 
| ly |. Imesh'ks| > Imopk?| (h,k5&o) é suficiente que 
ra< b—s e |Ik| <óp< o LE (26) 
>> 0 


G 
Se fizermos sunt; +tp=1 
b=] 
e do E Obs Cas Fr, ... 


e somando (24), (25) e (26) teremos : 
G G 
(2 nn tm). meshrie | >> Imi;jhikil + |Imao hº | + Imop k? | 
I=1 IA 


h,k 0 
Ik|<3, 


e se existir « que satisfaça ao sistema (23). 


se 
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Corolário : 
Todas as desigualdades do sistema (23) se podem escrever sob uma de duas formas : 


cida (27) 
| dd 


sendo M; e Ny; relações de números inteiros e finitos. 
M, <M; (o menor dos M,) 


Se designarmos por 
N, > N; (o maiordos Ny) 


Se se verificar M, > 0 

M, > N, 
Então existirá uma região (x > 0) onde « satisfaz à condição de: 
M, > a«>2N, (28) 


e portanto é satisfeito o sistema (23). 
Note-se que sendo M e N relações de números inteiros finitos se M > N, haverá uma infi- 


nidade de valores de « que satisfazem a M, > « 2 N,. 


Lema 11: 


Sejam dados termos da forma mri,s; h'! k*i 
Satisfazendo os índices à condição de: 


para todos os termos i, j i = j (29) 
E 20 


(ri — rj) £o = (s; — si) 


a) o somatório 


n 
3 mes h'i ki (30) 
j=1 
será (positivo ou negativo) definidos se as raízes da equação 
(31) 


n 
2 Mr;,s; p'i aci 0 


j=1 


forem todas complexas. 
b) o somatório será semidefinido (positivo ou negativo) se uma só raíz for real 


c) o somatório será indefinido se duas ou mais raizes forem reais. 


Demonstração : 
Façamos a transformada h = p |k/"o sendo (h, k % 0) 


n , : n À Cr; 4, + 8j) (r; 39 + 8ij) n 
2 Mrs; nd 3 Mr; s; P à. |k] =— |k | . 2 Mrs Pr; 
ra i=] 


i=] j= 


porque de (29), será: r; % + si=r;%, +; para todos osii e jj, mas |k| r;a, + s;>0, donde 
n 
o somatório (30) terá o sinal do somatório > Mrs; p'i. 


— 
——. 


— Se forem todas imaginárias as raízes da equação (31) o referido somatório ou é sempre 
positivo ou sempre negativo (o que demonstra o lema 11 a). 
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— Se as raízes forem todas imaginárias menos uma real (multipla ou simples) então 
[4 “ 


Zmr;s; pi > 0 ou <, 0 e o somatório (31) é semidefinido. 
— Se as raízes forem duas ou mais reais, então Imrisi p! S 0 e o somatório (30) é indefinido. 


Corolário : 


Se em Z mr;s; hi k“i existirem os termos ma,o hº e mo,p kº, com a e b pares e ma,o, Mo,b >0, 
não existir mais nenhum termo com r ou s nulos, e se as raízes de equação (31) forem todas 
imaginárias, então o somatório (30) é positivo definido. 

R h=0 k=0 

Com efeito, pelo lema 9), mesmo para | k£o ou | pr 
termos se anulam com excepção respectivamente de mo,p k? e mao kº,e porque a e b são pares 
e mo,p > 0 e ma, >> 0, a soma é positiva definida portanto. 


a série é positiva porque todos os 


Teorema II 
Sejam dados: 


— À série finita (r,s) cujo termo geral é mr,s h" k* 
2a,2b 
— A desigualdade Sy = mA mesh" k' > Ash'º + B kP> o (32) 


rs = 
— Os monómios maa,0o h2º e moap k??, que são os de menor ordem com esta forma, sendo 
mg3a,0, Mo,2b > O 
n 


— À equação Eh mr;s h'i=0 


sendo [r+s>1 ab>1 |hI, |k|<o 
r< 2a À > 0 
É ib B1>O0 hiriki>o 


A 


Então para que a desigualdade (32) seja satisfeita é necessário, mas não suficiente, que não 
existam termos com r e ou s impares, ou r e s pares mas mr,s 0, que estejam nas condições abaixo 
indicadas 

1) ms=0 e s<2b 

2)mo=0 e r< 2a 

3) ms=0 e rs5Ff0o e M>DaÂa>DN e M,>D0 |k|<ú 

M, > N 
4) Mrs = O 8 += 0 e M = aÀ«=N, e Mo > 0 |k| << os 
n 


2 mr;s;, p!=0 tiver quando muito uma raíz real. 


i=1 
2) ms =0 “s< 2b 


Aplicando directamente o lema 9, conclui-se que esses termos são, em valor absoluto maiores 
que mo,,2 e, sendo negativos e pares ou ímpares, podem ser maiores que mo, que é o único termo 
par não nulo para h=0, 

Então 5; não seria positivo para h=0. 


2) mo =0er< 2a 
Pela mesma razão. 
3) m =0 rs£o e M>a>DN Ik|<ú 
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Da aplicação do lema 10, se existe uma região tal que Mo = «7>No, então a desigualdade (32) 


é satisfeita. 
Ora, se designarmos por m;,; h' k' qualquer termo par e positivo (mi; ; >> 0), o 2.º membro repre- 


sentará a soma de todos os termos pares e positivos indicados na série S, (desde que identifique- 


mos Ma, — Mza,o € Mob — Mo,2b). 
Então na região |k|<.à e M, > «> Ns, esse termo negativo (ou que pode ser feito negativo) 


seria superior à soma de todos os termos pares de série e daí Si<o. 


4) m:=0 r,sF0 e Mo=e«=No |k| < o 
n 
Aplicando o lema 11, se duas ou mais raizes forem reais na equação 5 mr,,s; pi==0,o soma- 
e 


n 
tório 3 mr,,spi =0eS, sendo M, = «= N,, será positiva ou negativa. 


Teorema III 


Sejam dados os mesmos dados indicados para o teorema II e tenham sido satisfeitas as con- 


dições necessárias referidas no teorema II. 
Então, é suficiente, mas não necessário, para satisfazer (32) que todas as raízes da equação 


n 
E: mr,,% pi ==0 sejam imaginárias (complexas), e então será : 
j=1 


S,> Ah?” + Bk? 


Demonstração 


Decomponhamos S, da seguinte forma: 


q q 
S4 = E Mr,s h' k* + 2 Mai, 2; hã k3 + M2a,o hºa + mMo,2b ko (33) 
— q= 
G 
Pest mr,s h" kº representará a soma de todos os termos pares negativos ou ímpares. 


Q 
- mai.) hi k% representará a soma de todos os termos pares e positivos, sendo i,j > 1. 
q= 
Recorda-se que rs, 2a i<a 
s< 2b j<b 


se tiverem sido verificadas as condições necessárias referidas no teorema II. 
Todos os mr,s h" k* restantes encontram-se numa das duas seguintes situações: 


ou My O Q 
ou e Imesh'k|<2 mazyhik)+mao ha mo» k? (34) 
N>M, ii 


e para qualquer h e k satisfazendo a |[h|,|k|<%7e lhl+Iik|Do 
ou | M, = «==N, e mr,sh'kº* está contido num somatório da forma 


m 
a Mrs; hfi kºi (35) 


e então forma-se a equação 2 mr,s; p'i = e as raízes desta equação 
i= 
não são mais que uma real (teorema IJ). 
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n 
Se impusermos que todas as raízes são iai será, pelo lema 11, 2 mr;s; hiks! > 0 ou 
=) 


5 Ma aq hiki > l Ê Mrs h" k* | (36) 
gd= 
sendo os somatórios da oiii (36), respectivamente : 


— a soma dos termos pares e positivos contidos em (35), 
— a soma dos restantes termos de (35), ou seja, os termos pares negativos ou ímpares. 


Prosseguindo a demonstração : 


Se para todos os mrs hº kº (pares negativos ou impares) se verifica a desigualdade : 


Q 
| Mr,s hrks|< 2 m2i,2; hã k% + Mga,0 nº + mo,2b kP =F (h, k) (37) 
q=1 
lhl, IkI<W<1 


ara g É 
P e arbitrários 


Então se for0O<<j7i<<1 , será ainda: 
Imys hº kS |I<IglFE(hk)>0 (38) 


| Ihl,IkI << 
PES | q asbiecárica 
ou ainda: 

G G 

2 Imes h'ks| < EF (hk) 2 ul (39) 

= | + 

q his KI << 
e fazendo A, pa = 1 BM <(l=1,... G) 
será finalmente: 
G Q 
! Imr, h k*| < 2 mai hã k% + mag, hºº + mo, k? (40) 
= q= 


G Q 
Donde Si pu mes h'ks| + 2 mig nº k%) + ma, hºº + mo, k2b 
= q=1 


mas, tendo em vista (40), será ainda 


G 
Se — Z mesh k, + 


[= q 


mMai,2j hi k?i + M2a,o hºa + Mo,2b e» 20 


Ii IizO 


| hi,|k|< 0% 
ara 
P ES (Ls 


, = “ Ai < 
Escolhamos um par de números positivos satisfazendo a | E é E 2 ita 
0 1 S Mo,2b 


e ainda a: 


G Q 
— s Imesh'k' | + 3 ma, hã kY% + mag, h2 + mo, kb — Ah -Bk? >O0 
a= 


l=1 l 
|h|,Ik|< 3% 
para | | 
do <0!4 EO mm TT psiro 5) 
ou 
G q ; 
S4>— >» Imsh'k|+ 5X ma, hãk) + mea, hºº + mo, kb > Ash + By k? 
=] 


q=l 
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donde S, > A hº + B;k? 


Teorema IV: 


Se a série limitada referida no teorema II, satisfizer às condições necessárias do teorema II 
e suficientes do teorema III, então a série ilimitada 


Sr= ss myjhtk >oO 


Demonstração : 


Pelo teorema I, provou-se que: 


2a ,2b 
5 msh'k >DAh2+4Bk? |h|,|k|<o 
F,S = 0 
Então Sr > 0 
2a,2b 
Os teoremas Il e III garantem que se forem satisfeitos, será > mesh" k > Ah? + 
FrS=0 


+ Br kº? para [h|,|k|<39/o que conclui a demonstração. 


Teorema V 


Se a série limitada referida nos teoremas II e III satisfizer às condições necessárias do 
teorema II mas não satisfizer às condições suficientes do teorema III, então a soma dessa série limi- 
tada satisfaz à desigualdade Sj > 0. 

O sinal igual corresponderá a h =p, |k|*, 


Demonstração : 


( Veja-se demonstração do teorema IV). 
As condições impostas no teorema V correspondem a : 


Mo = 4, = No O < Mo <M; e No > N; Eme Al sui) 


mr;s; hi k%i =0 só tem uma raíz real (po) e as restantes são complexas 


Ora nessas condições, será: 


28,2b 
3 mi hiki >| mr s hrks | (veja-se 36) 
ij 


Donde, escolhendo h e k convenientemente, será : 
G Q ma 
2 >) mshk + > mayhiki +mao ha +mopk? > O 
[= 1 q=1 


Ih, |k|<% 


para R 
do <0!| [=1,...G 


O valor de zero corresponderá a h =p, |k/*, 
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Teorema VI 


Sejam dados: 


a Édia T< 2a 
— a série (S1) cujo termo geral é mr,s h" k | ae a h 
eis T< 2a 
— a série (Sa) » » » » » ps s=2b 
cá 2c2r>za 
— à serie (53) » » » o» » | ú < 2b 
És q 
sendo mod, Maco >0 e | a>b 
Se 
Sa> 0 para h=p,|k|”º então Sr >O0 
S2< 0 » » » Sr A O 
S,=0 » » » Sr 20 
e identicamente para (53). 
Demonstração : 
Façamos a demonstração para (53). 
1) SeS2>0 parah =p, Iklve|lk|<d 
|h| +|k|>0 
será S1,2 = S4 + 83420 ara | 
PE phl, |ki<ê 
Z2a,2d 
ou St, — b) Mr,s hr ks E. O 
r=0, S=o 


51,2 — 2 Mr,s hr ks + M2a,o ha + Mo,2d kd > 0) 


[O < Às < M2a,o 


(Veja-se teorema III) 
lo< B < Mo,2d 


Fazendo 


será, escolhendo As e Bs convenientemente: 


2a, 2d 
2 ada mê + M2a,o hºa E Mo,2d kd — Aqh'e — Bs k'd 20 


r,8= 
e Si > Aha + Bki Do 
e pelo teorema IV será finalmente Sr > 0 

2) SeS2<0o parah=p,Ik/?º e |k|<jd 

será S1,3 SO eSrs5o 
3) SeS2=0 parah=p,Ik/” e lk|<js 


então S1,2 > O ea soma Sr continua indefinida. 
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1.º Nota 


Pode testar-se a definição e positividade de S,,2 directamente, aplicando os teoremas II e III à série 


s<2d e r+5>0 


cujo termo geral é ms h'k* e | r < 2a 


2.4 Nota 


No caso de S2==0 haverá que repetir a operação até encontrar um par de termos mis, e 


mo,2b; positivos, tais que, a série limitada S = (mrsh'k') r<2a e s%2b;, tenha: 
|Jh|,lk|<o 
ou uma soma positiva para |h|+iki>Do 


e arbitrários. 
e então a série total (Sr) é positiva-definida, 


ou a soma é positiva e negativa conforme os valores de |h| e |k| escolhidos. 


4 


Se a soma for positiva semidefinida, é evidente que, por mais que se prolongue a operação, 
a indefinição não é levantada. 


Método 


Os lemas e os teoremas demonstrados permitem resolver o problema da definição da soma de 
uma série desde que os seus termos satisfaçam a determinadas condições nomeadamente, 


Periodado 
[hj jk|<0 <<] 


Ocorre imediatamente a utilização dos resultados à resolução dos problemas de extremos de 
funções susceptíveis de desenvolvimento em série de Taylor, em especial das funções continuas. 


Com efeito: 
| x ey variáveis reais 
seja u=u(x,y) 
u contínua e real 
será: , r 1.4 E «3 
ulx,+iIx,y +9y) — u(x,,y,) = du Aa Á e e uu... 
n n 
sendo a us Das o" u a (dx)? . (dy)? 
a,b (dx)*. (dy) 
com n=a+t+beab>o0 
identificando 


ix=h e dy=k. 
será ainda: 


“du ju 1 du 1 d2u 1 PU sa 
+th,y+tk)=(—.h — + K — > h+—,2.— .h.k+ —— Klj+... 
ma idaco cd 0 x à dy Jeiã a Li dxdy 2! dy ) 


= mio h + mor k + mao hº + ma hk + mo e + cs 


ri s5l 


o 
= 5 mes h'k* e 
fiada 


r,S=0 
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Ora esta série é exactamente a série que designámos por T ao tratar dos teoremas e lemas 
anteriormente demonstrados. 


Então é legítimo proceder como adiante se indica: 


1) 
2) 


3) 


4) 


5) 


———>—>——>———— Ts À e |. eee | a e mem | 


-. 
SDS 


kº kt kº kº k* kº 
| 
hº Mo, Mo, Mo,3 Mo, Mo, 


À a | a 


[E — llV]l—— mn cnh ÃaDloN o. o 


Constrói-se o quadro, como indicado na fig. 1, onde se inscrevem os coeficientes (mr,s) 
dos vários termos da série (mr,s h' k*). 


Identificam-se os termos pares positivos (ou negativos) da forma mya,o e mo,2p de menor 
ordem. 


Verificam-se as condições necessárias do teorema II, nomeadamente (veja-se Fig. 2): 


a) mro = 0 para r<2a 

b) mso =0 para s<2b 

c) Se são nulos os termos ímpares ou pares negativos onde Mo > «>N e 
Mo >0 e No < Mo . 


No caso de Mo = & = No, examinar as raízes da equação 2 Mr,s p' = 0. 


a) Se forem todas complexas trata-se de um extremo (positivo ou negativo). 
b) Se forem duas ou mais reais não há extremo. 


c) Se forem uma real e as restantes complexas, há que proceder como se indica no 
teorema IV. 


Na situação c), há que procurar outro par masi;o Mo,2bi e respectiva série (S;) e veri- 
ficar se a soma é positiva ou não. 
Assim sucessivamente. 


Note-se que no caso de indefenição (c) e em problemas de engenharia ou de física não tem inte- 
resse prático extremos cuja defenição só se verifica pela 6.º ou 8.º ordem e daí o método ser de 
interesse, praticamente geral. 
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QUADRO DA APLICAÇÃO DA FÓRMULA (r—i)a< (j—s) 


h,k FO 
hã) 
| hº pk hºk*|h?kº|h2kº | hºk? hékt ht kº|hºk?  hºk'|h8k?] K 
nl>1) + | 4 ala lelalel+lals a 
ni|>2| + A +|+ + | + +|+|+|- 
pb ls, a a A Da a A a 
piil>3)>1| + e | e + | + > + e — 
mej>a >2 + [+ + DE + + [dl + [55] — 
nisl>s|>3|>1| + | + |[>2)>2] 4 |>2)>2]>2] — 
3” 3 sl" 5s|” 7 
e — [O St Eai E, o 
h'k|>6|>4|>2| + | + id pettad gd E pt Al 
3" sl" s|” 7 o 
Wk|>7]>8|>3/>1] + |>5|>5|>2|>5|>5|>0| — 
z Rk|=8|>6|>4|>2| + > eg E pri DO cam 
S 3 ar al sr sy 
E nu |+ 4414 ++ af+)+ +|< 
me xa a fada + a fá ada] 
ma o bo fatal adanla rkEl a nto: 
e— [=| +]+[ ++ +pil+[i- 
aan E a O 8 TO Ud A 
Es 2 2 2 
ice Ra a Rol Ra RS ed A DR e a E A 
esl-|-|-|4 s3|51 4 |53|s1|s2] 
ns NE DO 1 E a" al” 6 
Co Al. é “a ne qd 
his) — | — — | x + ata: + |>+|>2|>º]| — 
JAH ANNA A 1 ApA+ 6 
E sI<3/.1 R | 
HE) = | — |- + |>="|>*|>5|>2|>2|>2) — 
iai dio dA NA) AA É] 4] 4] 6 
| hºk8| — E ci | E ad 452 Siga is he m= 
| | aC zm si 4 A” 6 
hº k! | (+) significa h" ks > hã ki 
lo ia he k arbitrário 
hó ke À llca + vp | li.tbi<a 
==> — || |>20u <a significa que h" k* > hã ki 
hº kº | Se |lk|<3ea> ou << 
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DE PROJECTOS 


COLOCA A 

SUA EXPERIÊNCIA 

AO SERVIÇO DA 
INDÚSTRIA NACIONAL 


TORRE DE REFRIGERAÇÃO 


A ISTÊNCIA 


O CENTRO DE PROJECTOS CUF PODE PRESTAR 
ASSISTÊNCIA NAS DIVERSAS FASES DE UM PRO- 
JECTO, QUER COMO CONSULTOR NA AQUISI- 
ÇÃO DE MATERIAL, QUER FAZENDO A SUA POS- 
TERIOR INSPECÇÃO E RECEPCÇÃO 


O CONJUNTO DE TÉCNICOS DE QUE DISPÕE, O APOIO DA LONGA EXPERIÊNCIA INDUSTRIAL DA COMPANHIA UNIÃO FABRIL 
NOS VÁRIOS RAMOS DA INDÚSTRIA E AINDA A COLABORAÇÃO COM FIRMAS ESTRANGEIRAS GARANTEM A QUALIDADE DAS REALIZAÇÕES 
QUE LHE FOREM ENTREGUES 


e omia as suas consuitas a  VENTRO DE PROJECTOS GUF asgonsomuca tuo moram co-s 


TÉCNICA - XV 


ESTAMPARIAS TINTURARIAS 
LAVANDARIAS 


PARA OS VOSSOS TECIDOS TECNICOS: 
TRANSPORTADORES MANKONS, LAPPING, WOLFRIES. 
FLANELAS, CANEVAS, ETC, 


EM FIBRAS NATURAIS OU SINTÉTICAS 


Consultem : 


FÁBRICA NACIONAL DE FELTROS INDUSTRIAIS 
SOCIEDADE LIMITADA 
APART.: 9 ESCRITÓRIO E FÁBRICA 
TELEF.: 93 OVAR ESTRADA DE S. JOÃO 


PORTUGAL 


IMPERMEABILIZAÇÕES 


TORNA TUDO ESTANQUE | 


Impermeabilização 6 vedação perfeita de: 


“Terraços, Empenas, Algerozes, Clarabóias, 
Paredes húmidas, Coberturas, Fendas, 
Juntas de dilatsção, etc., etc. 


Fácil aplicação — Elasticidade excepolonal 


FLUIDO E MASTIC Não endurece nem apodrece 


Reforça a acção impermeabilizante do «Rubio», dando às construções um aspecto agra- 
dável — Protege todos os materiais contra a humidade, a ferrugem e a corrosão 


À base de borracha + alumínio 


RUBIO E ROOFATEX dois produtos que se completam 


Representante exclusivo : CA Cohlando Fermamdos 


Rus Palmira, 46-A-B-C — LISBOA-1 — Telefs. 830163-842639 — End. teleg. «ORFER» | 


TECNICA XVI 


Aplicação do Método 


Sejam dadas as duas funções de x e y 


f(xy)=x— 2xy' + yt— 2yº 
o(xy)=x— 2xy+yt+ yº 


Estudar as funções no ponto (x==0, y==0) e testar se este ponto é um extremo. 
Seguindo o método, procedamos a: 


1.º — Construção dos quadros com a forma da Fig. 1 e para o efeito calculemos as derivadas 
parciais das funções: 


a) figy)p=x— 2x! +y—2y 


) 

of emana 2% — 2 yº bed mm, O 
od X Ox /00 

) ) 

de =—4xy + 4y'— 10 y' E) = 0 
dy dy /00 

) (9? 

o“ E sê > Éh de a 
dx dx* /q0 

> ;2 

dx dy dx dy/00 

o ua 

Pt cid Emo já goi (—) a 
Oy” dy? "00 

d3 0 

f csacá (= E (= 
dx dy* dx Oy? 

3 (hd da 
ES 24 y — 120 yº (—) = 0 
dy* dy* /00 
)4 / )4 ' 
O fis biio (= = 24 
dy* Oy" / 00 
gi E E) = — 240 
dy” dy? 
b) olxy)=x— 2x + y!+yº 

d 

dx d x 

| ” er 
ES =-4xy+4y' + 6y 2º), = 0 
dy y 

? J? 
O q a (5 40 = 2 
dx? xº 

2 d2y 

0 ? =—4Yy (S = O 
dx dy dx dy 
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dy? dy? 
de [— ) á 
dxdy* dx dy*/ 00 
j3 A 
CO = muy+120y ti) = 0 
dy* dy* /00 
y á os 
Do usar (4) = 24 
dy* dy* /00 
õ 5 

É = moy ( a 2) = 0 
dyº dy” /00 
dº 9 dfy 

= "720 | ==" 720 


oy' 


Os desenvolvimentos em série respectivos são 


El thy th) Ely) = 48 + REA MS E+ O... 


sendo 
A E q o 
ab (dx)º.(d y)? 
com a+ b=n 
a, 
k =dy 
ou seja: 


E (1) — E (0,0) = A bro + DM boo + Soo +... 


Idênticamente para 4. 


Os quadros que se juntam com as designações A e B representam respectivamente as cons- 


tantes mr,s dasérie mrs h'.kS. 
ó* q 


Note-se que o termo —————— 
dx dy? 


no quadro A se inscreveu =— 2. 
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aparece 3 vezes 4º f e daí a razão porque em vez de —— 
| 


— 4 


QUADRO A 


2) Identificação dos termos pares e positivos mza,o , Mo, . 
m2s,o = 1 
| tanto para f como para 92. 


mo,b = 1 
feat 


2b = 4 
3) Verificar se as condições necessáriás do teorema II se verificam: 


1) mro = 0 para r< 2a 
Mi,o — O 


portanto é satisfeita 


2) mos = O para s<2b 
Mo,! == Mo,2 = Mo,)=0 


portanto é satisfeita 


£ (x,y) 


? (x,y) 
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3) Só são nulos os termos (mrs) ímpares ou pares negativos onde Mo > « > N5 


Tr <. 2a 
e Mo > 0 e Mo > No sendo 
s < 2b. 
Só há um termo nestas condições que é: —2h!k, 


e os termos pares positivos da série Si são 1.hº e 1.k 
e as condições são: 
(r—2i)a< 2)j—s 


ou 
tt DA EO GU ER 


1-0)aX4—2 ou a<2 


Não há portanto nenhum termo ímpar (ou par negativo) que satisfaça a desigual- 
dade, tanto para f como para 2. 


4) Verificando-se o caso em que Mo = zo =N,=2, há que estudar as raizes de 
equação L'mr, p' == O que neste caso tem a forma: 


1.p7+(-2)p+1=0 
2+V4—4 e 
e p= ns 1 (uma raiz real e múltipla). 
; , ; E Za = 2 
Logo é indefenida a série S;atér < 2aes< 2b 
2b = 4 


Tanto para f como para 2. 


5) Estamos portanto na situação c) da alínea 4) do método, e então há que experimentar 
outros termos mo,2; € ou Maai,o - 
Agora, pode verificar-se a diferença entre f e 9. 

a) Para f não há mais termos pares positivos, há apenas um termo — 2kº que é negativo 
para k > 0 (para h = k?). 
Portanto S;2 < O para h=Kê. 
Logo a função f tem um extremo indefenido ou como é uso dizer-se não tem um 
extremo em P (0,0). 

b) Para 9 a situação é diferente, há ainda o termo 1. kº par e positivo da forma mo,2i 
A série S92=1.kº >0 
Donde S/ + S: > 0 para |h|,|k|<“ô mas arbitrários e finalmente Sr > O 
para |h|/e|k| << 3 arbitrários. A função 2 tem um extremo em P(0,0). 
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observação simultânea 


as am 
a 2 tg 


1 oscilogramas feitos com um osciloscópio A 


Philips, tipo GM 5603 


Vendas e assistência técnica em todo o Mundo 


Philips Portuguesa S.A.R.L., Rua Joaquim Antonio d Aguiar 65, LISBOA 


Philips, Deptº- EMA, EINDHOVEN, Holanda 


de dois ou mais fenómenos, 
com um osciloscópio de 

um só feixe, utilizando o 
comutador electrónico 
Philips, 

tipo PP 1071 


utilizável com osciloscópios possuindo 
uma sensibilidade ajustável entre 
20 mV/cm. e 100 mV/cm. 


dois canais idênticos com uma largura 
de banda de 0-15 Mc/s. 


sinais de saída absolutamente idênticos; 
máxima diferença de fase: 2 ns. 


comutação automática com uma frequência 
de 100 c/s ou 100 kc/s ou controlada 
pela base de tempo do osciloscópio. 
amplificação: 1 x 

supressão do traço de retorno durante 

a comutação. 


utilizável com sondas simples com 
atenuação ou com adaptador por 
seguidor catódico. 


alimentação: 
10, 145, 200, 220 e 245 V, 40-100 c/s. 


PHILIPS 


instrumentos electrônicos 
de medição 
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“ 
- 
=. 
sa 
E] 
3 
ce 


vibradores externos e internos 


réguas vibrantes equipamentos vibrantes 


pers superfícies 
energia electrica, peneumatica e gasolina 


alta frequência e meia frequência 


representante sociedade comercial romar lida 
rua da bosvitsia, 83, 1º d 
lisboa 


mrbar 


imgemicros 


san sebastián 
av generalísimo, é 
espanha 


TECNICA XXX 


C.D.U. 621.313.322-81:621.346.717: 
6214.347.3514 


Arranque Sincrono de Turbo-Alternadores: 


por CARLOS FERRER MONCADA 


Doutor-Engenheiro E. T.H. (Ziúrich) 


Professor do Instituto Superior Técnico 


B. APRESENTAÇÃO E APRECIAÇÃO DE OSCILOGRAMAS 


I — INTRODUÇÃO 


Os oscilogramas que a seguir apresentamos 
foram obtidos com um oscilógrafo de três laços 
de medida do Laboratório de Medidas Eléctricas 
do Instituto Superior Técnico. 

Estes oscilogramas contribuem para esclarecer 
o comportamento de dois alternadores trifásicos 
e bipolares da Central Tejo, cada um com a 
potência nominal de 18.900 KVA e tensão nomi- 
nal de 10.500 V, durante o arranque síncrono 
dum deles, funcionando como motor, quando 
ligado através do seu barramento de alta tensão 
ao outro, funcionando como gerador e lançado 
lentamente pela respectiva turbina. 

No presente trabalho fazemos a apreciação de 
onze oscilogramas com base em conhecimentos 
relativos à «Estrutura Teórica» dos fenómenos 
que se pretendem estudar. 

Antes do alternador iniciar o seu movimento 
são ligadas as correntes contínuas Ing e Irm de 
excitação dos rotores por fontes independentes. 

Procedeu-se ao registo por métodos oscilográ- 
ficos das correntes e tensões no estator e da 
velocidade angular de cada máquina. 

O esquema prático de ligações está indicado 
na Fig. 1 onde se encontra intercalado um laço 
de medida para oscilografar a corrente i na fase 
U do estator e outro laço para oscilografar a ten- 
são e entre a fase Um do motor e o seu ponto 
neutro Om. 

A fotografia da Fig. 2, obtida na Central Tejo 


por iniciativa do Engenheiro-Chefe Mariz Simões, 
apresenta a instalação eléctrica relativa ao osci- 
lógrafo. 

Nos oscilogramas vão indicadas as escalas para 
tensão, corrente e tempo e estão inscritos os 
ângulos x, e Yo, expressos em graus e respei- 
tantes ao estado inicial de repouso, que carac- 
terizam a posição relativa dos dois rotores, 
ângulo «,, e a posição do rotor do gerador 


em relação à fase Us do seu estator, ân- 
gulo 7. 

Nos registos G e M dos oscilogramas encon- 
tram-se assinalados por traços os instantes cor- 
respondentes às voltas completas, a partir do 
arranque inicial, de cada uma das máquinas. 

Todos os oscilogramas são apresentados em 
reprodução fotográfica dos originais. As repro- 
duções fotográficas referentes aos oscilogramas 
com os números 1, 4, 5, 6 e 9 incluem, associa- 
dos ao respectivo oscilograma e em correspon- 
dência com ele ma mesma base de tempo, os 
gráficos das velocidades do motor e do gerador, 
Nm € ng, e o gráfico do ângulo « entre os dois 
rotores em função do tempó, durante os primei- 
ros segundos do arranque. A reprodução foto- 
gráfica referente ao oscilograma com o nú- 
mero 2 inclui o gráfico da velocidade do motor, 
Nm, associado ao oscilograma e em correspon- 
dência com ele na mesma base de tempo. 

Assim, este conjunto, oscilograma e gráfico 
associado na mesma base de tempo, obtido por 
montagem fotográfica, permite estabelecer, a cor- 


* O prefácio e a primeira parte deste trabalho, intitulada — A. Estrutura Teórica e sua Aplicação, foram publi- 


cados no número 327 (Abril de 1963) desta Revista. 
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Fig. 1 


respondência no tempo entre os fenómenos eléc- Os oscilogramas numerados de 1 a 8 inclusive, 
tricos oscilografados e as grandezas expressas correspondem às seguintes excitações dos rotores : 
nos gráficos que foram determinados a partir dos 


registos M e G do respectivo oscilograma, lRg = 200 A IRm == 100 A. 
Junto de cada oscilograma vão indicadas as 
respectivas excitações dos rotores. Os restantes oscilogramas numerados de 9 a 


Durante todos os ensaios, o rotor da mãá- 11 correspondem às excitações : 
quina funcionando como motor conservou-se 
ligado ao rotor da respectiva turbina. Irg = 100 A IRm==50 A. 
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Fig. 2 


Os dois primeiros oscilogramas 1 e 2 cor- 
respondem ao arranque síncrono a partir da po- 
sição de repouso x, = 20º e informam sobre o 
decorrer da corrente i e da tensão e e sobre as 
velocidades das máquinas. 

Os oscilogramas 3 e 4 mostram como a forma 
da curva da corrente i na fase L depende do ân- 
gulo 7, que caracteriza, no estado inicial de re- 
pouso, a posição do rotor do gerador em relação 
à fase U, do seu estator. 

Os oscilogramas 5 e 6 mostram a influência 
da posição de repouso zo sobre o decorrer do 
arranque. No oscilograma 6 com «o == 62º é ní- 
tido o decorrer lento do arranque em relação 
aos casos anteriores. 

O oscilograma 7 apresenta o sistema trifásico 
das três correntes durante todo o período de 
arranque. O oscilograma 8 mostra o sistema tri- 
fásico das tensões por fase do motor durante o 
arranque. 

Os oscilogramas 9 e 10 obtidos com excita- 
ções iguais a metade das correspondentes aos 
oscilogramas anteriores, apresentam o decorrer 


da corrente i, tensão e, e velocidades das má- 
quinas durante o arranque. 

Finalmente o oscilograma 11 representa para 
as mesmas excitações do oscilograma 10, o sis- 
tema trifásico das correntes durante o arranque, 
pondo nitidamente em evidência, na sua parte 
final, as pulsações das amplitudes das correntes 
denunciando a falta de sincronismo das má- 
quinas. 


Il — APRECIAÇÃO DOS OSCILOGRAMAS 


1. — Oscilograma 1 


Grandezas características do estado de repouso 
inicial 
ds = 20" 


Correntes de excitação 


Estando as máquinas em repouso e ligadas 
segundo o esquema da Fig. 1 observou-se que 
o eixo magnético do rotor do motor estava em 
avanço de «, == 20º sobre o eixo magnético do 
rotor do gerador. Observou-se igualmente que 
o eixo magnético do rotor do gerador coincidia 
com o eixo magnético do fase Us (fase marcada 
a vermelho) do estator do gerador, isto é, que o 
ângulo y, entre estes dois eixos magnéticos era 
nulo (yo = 0). 

Esta posição 7, = O corresponde a um máximo 
do fluxo magnético ligado com a fase Us do 
estator do gerador e originado pela corrente de 
excitação do seu rotor. 

Feitas estas leituras de 2, e yo ligaram-se as 
correntes de excitação independente de cada um 
dos rotores (Irg == 200 À, IRm = 100 A) e coman- 
dou-se em seguida o arranque da turbina a vapor 
que aciona o gerador, entrando este lentamente 
em movimento. 

Tomou-se para origem do tempo (t==0) no 
oscilograma o instante em que o gerador iniciou 
o seu movimento de rotação. 

O oscilograma regista os seguintes fenómenos : 


1.º — Corrente i na fase LU do estator durante 
os primeiros 7 segundos após o início 
da marcha do gerador; 

2.º — Registo G — Marcação dos intervalos de 
tempo correspondentes a cada sector de 
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30º de rotação do gerador estando o pri- 
meiro sector dividido em três subsectores 
de 10º cada um; 

3.º — Registo M — Marcação dos intervalos de 
tempo correspondentes a cada sector de 
30" de rotação do motor estando o pri- 
meiro sector dividido em três subsectores 
de 10º cada um. 


No registo G encontra-se assinalado o instante 
em que o gerador iniciou o seu movimento de 
rotação e que foi tomado para origem do tempo. 

Através dos registos G e M do oscilograme, 
verifica-se que, enquanto o gerador roda os pri- 
meiros 10” durante 0,55 s, o rotor do motor se 
mantém ainda em repouso. 

Terminado este intervalo de tempo de 0,55 s 
tem lugar o arranque suave do motor e as duas 
máquinas, gerador e motor, rodam e entram prá- 
ticamente em sincrônismo ao fim da quarta volta 
do motor (ponto d do registo M do oscilograma) 
depois do gerador ter rodado durante cerca de 
5,5 s e o motor durante cerca de 5 s. 

O intervalo entre o início do movimento do 
gerador e o arranque do motor representa o 
tempo necessário para que as correntes no esta- 
tor do motor, originadas pelas f. e.m. do gerador, 
atinjam valores tais que o campo girante por 
elas produzido consiga arrastar no seu movi- 
mento o rotor do motor vencendo assim o bi- 
nário do atrito. 

A partir do instante correspondente ao ar- 
ranque do motor, a corrente i é condicionada, 
segundo a «Estrutura Teórica», pela diferença 
das forças electromotrizes (ey — em). As fre- 
quências destas forças electromotrizes variam 
com o tempo e diferem em geral uma da outra 
enquanto não se estabelece o sincronismo per- 
feito. Na parte final do oscilograma, depois da 
quarta volta do motor (ponto d do registo M) 
verifica-se que as máquinas entraram prática- 
mente em sincronismo e que a amplitude da 
corrente i se mantém constante e independente 
da velocidade comum das máquinas como era 
de prever a partir da relação (23) da «Estrutura 
Teórica». 

A partir dos registos G e M do oscilograma 
obtiveram-se os gráficos (capítulo III da «Estru- 
tura Teórica») que representam os valores instan- 
tâneos das velocidades angulares dos rotores, 
Ny € Nm, expressas em rotações por minuto, e o 
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ângulo de desfasagem z entre os mesmos rotores, 
em função do tempo. Estes gráficos estão in- 
cluídos na reprodução fotográfica do oscilo- 
grama 1. 

Para apreciar a correspondência entre estes 
gráficos estabelecemos as seguintes notações : 


a — valor instantâneo do ângulo de desfasagem 
entre o rotor do motor e o rotor do gera- 
dor ; 

29 — valor inicial de repouso do ângulo z; 

2y — valor instantâneo do ângulo de que o rotor 
do gerador rodou a partir da sua posição 
inicial de repouso; 

2m — valor instantâneo do ângulo de que o rotor 
do motor rodou a partir da sua posição ini- 
cial de repouso. 


Tomamos « como positivo quando o eixo ma- 
gnético do motor está em avanço em relação ao 
do gerador. Nestas circunstâncias obtemos para 
o ângulo z a expressão 


que condiciona para os valores instântaneos das 
velocidades angulares a relação 


day dz 


dim 


dt dt dt 


Daqui se conclui que a passagem pela igual- 
dade das velocidades angulares do motor e do 
gerador (ny = nm) coincide no tempo com a 
ocorrência dum extremo de «x == f (t). Nos instan- 
tes em que o ângulo « se anula, dá-se a ocorrên- 
cia no tempo da concordância espacial dos dois 
eixos magnéticos dos rotores. 

Assim, com base nestes gráficos, podemos 
acompanhar a evolução dos fenômenos no que 
diz respeito à velocidade de cada uma das má- 
quinas e à posição relativa dos seus rotores du- 
rante o período do arranque. 

Vemos assim que, a partir do instante em que 
o gerador iniciou o seu movimento e que se to- 
mou para origem do tempo (t = 0), o seu rotor 
rodou durante 0,55 s até ao instante em que se 
deu o arranque do motor. 

Como durante cerca de 0,5 seg. após o arran- 
que do motor, a sua velocidade é ainda inferior 
à do gerador, o ângulo 2 entre os dois rotores 
que inicialmente tinha o valor Z9 = + 20º dimi- 
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nui a partir deste valor passando por um mínimo 
Zmin== 7º no instante em que a velocidade do motor 
e a velocidade do gerador passam pela primeira 
vez pelo mesmo valor nm = ng =6r.p.m. À partir 
deste instante entra-se numa região em que a 
velocidade do motor é superior à do gerador 
(Nm >>ns) e portanto o ângulo « aumenta até 
atingir um máximo no instante em que nm = 
= ng = 23r.p.m. A partir deste momento 
a velocidade do motor torna-se inferior à do 
gerador (nm ng) e o ângulo z diminui rà- 
pidamente passando pelor valor «==0 que cor- 
responde à concordância dos dois rotores e en- 
trando na região dos valores negativos de « que 
significam um atraso do rotor do motor em rela- 
ção ao do gerador. 

No instante da concordância dos dois rotores 
(x==0) verifica-se a partir dos gráficos a seguinte 
relação entre as frequências das forças electro- 
motrizes: 

Nm 


ns: E O o 
Ng 


q == 0 


Após esta concordância o ângulo « torna-se 
negativo e passa por um mínimo quando nm = 
= ng= 53r.p.m. 

No oscilograma da corrente i distinguem-se 
duas regiões: a região inicial de grandes inten- 
sidades de corrente de amplitude e frequência 
variável e a região final de amplitude constante 
e de menor valor, independente da frequência, 
Entre estas duas regiões dá-se uma inversão de 
fase da corrente i durante a segunda volta do 
motor (intervalo a-b do oscilograma). 

A zona de grande intensidade de corrente que 
se encontra registada no oscilograma durante a 
primeira volta do motor e em que a corrente 
passa pelo seu maior valor imex. == 560 A cerca 
de dois segundos após o arranque do motor, é 
condicionada pelo crescimento rápido da desfa- 
sagem interna 7, com a frequência, durante a 
parte inicial do arranque (parte 4 — do Capitulo IV 
da «Estrutura Teórica»). 

Este aumento rápido de zo condiciona em cada 
máquina um movimento de rotação do campo 
girante do estator em relação ao respectivo rotor 
provocando uma reacção dos seus circuitos que 
por sua vez acarreta uma zona de córrentes com 
grande amplitude. Coincidindo no tempo com 
esta zona de correntes com grande amplitude 
nota-se no gráfico associado ao oscilograma uma 


região em que a velocidade angular nm do motor 
deixa de aumentar e até decresce ligeiramente de 
maneira a evidenciar neste intervalo uma trava- 
gem da máquina devida ao facto do momento do 
binário ter transitóriamente mudado de sinal. 
Esta mudança de sinal é condicionada pelo facto 
de o campo girante do estator do motor se colo- 
car transitóriamente em atraso em relação ao 
campo girante do seu rotor. 

A seguir a esta zona de grandes correntes 
verifica-se que os dois rotores passam pela posi- 
ção de concordância (z = 0) com velocidades an- 


- : e 
gulares que estão entre si na relação E == 0,78. 
g 


A variação temporal do valor instantâneo da 
diferença (eg — em) das forças electromotrizes 
induzidas pelos fluxos dos dois rotores com fre- 
quências diferentes e crescentes, condiciona nestas 
circunstâncias e no que diz respeito à corrente i, 
a inversão de fase que se observa no oscilograma 
durante a segunda volta do motor entre os pon- 
tos a e b do registo M. 

Após esta inversão de fase segue-se rapida- 
mente a região do oscilograma em que se esta- 
beleceu o sincronismo das máquinas. Entre os 
instantes f e g do registo M dá o motor a sétima 
volta completa em 0,4 seg. o que corresponde à 
velocidade angular de n==150 r.p.m. e, na 
máquina bipolar, à frequência de 2,5 períodos 
por segundo da corrente do estator. 

Durante esta sétima volta do motor o oscilo- 
grama regista para amplitude da corrente o valor 
imax. = 300 A. 

Este valor obtido para a corrente a partir do 
oscilograma difere de cerca de 10 “/o do valor 
obtido por cálculo ma «Estrutura Teórica » 
(Capítulo IV — n.º 3) pora o estado estacionário 
correspondente a n;=nm=n=-150r.p.m. e 
em que foram introduzidas simplificações para 
estabelecer teoria. 


2. — Oscilograma 2 
Grandezas características do estado de repouso 
inicial 
9 == 20" 
Correntes de excitação 
IRg=200A IRm=100A 


As excitações dos rotores e a sua posição ini- 
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cial relativa (2,) coincidem com os respectivos 
valores indicados para o oscilograma 1. As 
condições de arranque são portanto as mesmas. 
Somente o ângulo yo==7º difere ligeiramente 
da posição de coincidência (y,==0) observada 
no oscilograma 1. 

Tomou-se para origem do tempo (t = 0), neste 
oscilograma, o instante em que o motor iniciou 
o seu movimento. Este oscilograma 2 regista os 
seguintes fenómenos: 


1.º — Corrente i na fase U do estator; 

2.º — Tensão e nos terminais entre a fase Um 
e o ponto neutro do motor ; 

3.º — Registo M — Marcação dos intervalos de 
tempo correspondentes a cada sector de 
30º de rotação do motor estando o pri- 
meiro sector dividido em três subsecto- 
res de 10º cada um. 


A corrente i neste oscilograma decorre de 
forma inteiramente análoga à já apresentada 
para a corrente no oscilograma 1. A ampli- 
tude da tensão e nos terminais da fase Um do 
motor é crescente com a frequência. 

A partir da quarta volta do motor (ponto d 
do registo M) verifica-se que as máquinas en- 
traram praticamente em sincronismo e que, en- 
quanto a amplitude da corrente i se mantém 
constante e independente da frequência, a ampli- 
tude da tensão e cresce com a frequência. 

À corrente por fase, i, encontra-se em atraso 
em relação à respectiva tensão por fase e, dum 
Te 


ângulo inferior a o que é condicionado pelo 


fluxo de energia da máquina funcionando como 
gerador para a máquina que está sendo acelerada 
como motor. No oscilograma encontram-se marca- 
das as escalas para a corrente e para a tensão. 

Entre os instantes f e g do registo M dá o 
motor a sétima volta completa em 0,45 o 
que corresponde, como no oscilograma 1, a 
n==150 r.p.m. e na máquina bipolar a uma fre- 
quência de 2,5 períodos por segundo. Durante 
esta sétima volta o oscilograma regista os se- 
guintes valores máximos: imax = 312 A max = 
= 465 V. 

Estes valores obtidos a partir do oscilograma 
representam, dentro das aproximações feitas 
na teoria, uma boa confirmação dos resultados 
obtidos por cálculo na «Estrutura Teórica» (Capí- 
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tulo IV — 3—) para o regimen estacionário com 
n==150 r.p.m. 

Na zona de grande intensidade de corrente, 
durante a primeira volta do motor, o oscilograma 
apresenta o seu maior valor imax = 530 À cerca 
de dois segundos após o arranque do motor. 

A partir do registo M do oscilograma 2 
obteve-se o gráfico que representa o valor ins- 
tantâneo da velocidade angular do rotor do mo- 
tor, Nm, expressa em rotações por minuto em 
função do tempo. Neste gráfico associado ao 
oscilograma 2 nota-se que logo após o arran- 
que do motor o seu rotor acelera rodando 
cerca de 90º durante 1,5 s. Em seguida nota-se 
uma região em que a velocidade angular do 
motor decresce evidenciando assim neste inter- 
valo, cerca de 1s, uma travagem da máquina 
devida ao facto do momento do binário electro- 
dinâmico ter transitóriamente mudado de sinal. 
Esta região em que a velocidade angular é decres- 
cente coincide no tempo com a zona de correntes 
de grande amplitude evidenciada no oscilograma. 

Passado este intervalo de tempo, cerca de 1s, 
a velocidade angular do rotor passa a ser nova- 
mente crescente. 

As considerações feitas sobre este fenómeno 
a respeito do oscilograma 1 aplicam-se inteira- 
mente a este caso presente relativo ao oscilo- 
grama 2. 


3. — Oscilograma 3 


Grandezas do estado de repouso inicial 


s o 28º /o ten, “mo 93º 


Correntes de excitação 


lrg= 2004  IRm=- 100 A 

As excitações dos rotores são iguais às indi- 
cadas para os oscilogramas 1 e 2. A posição ini- 
cial relativa dos rotores (ângulos %, == 28º) é sen- 
sivelmente a mesma do que a observada no osci- 
lograma 2 (xo = 20º). As condições de arranque 
são praticamente as mesmas do que as do osci- 
lograma 2. O ângulo yo que caracteriza a desfa- 
sagam inicial do rotor do gerador em relação à 
sua fase Us é porém diferente e tem o valor 
VP = —93º, 

Tomou-se para origem do tempo (t=0) no 
oscilograma 3 o instante em que o motor iniciou 
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Material fabricado nas nossas oficinas, pronto para expedição 


Fabricação de aparelhagem eléctrica de alta e baixa tensão 
Equipamentos electromecânicos completos para centrais e fábricas 
Postos de transformação tipo monobloco 
Quadros blindados, capsulados e em armário 
Armaduras de iluminação de todos os tipos 
Contadores eléctricos e instrumentos de medida 
Telemedida e telecomando 

Instalações elevatórias de água 

Instalações de saneamento e esgotos 
Ferramentas de corte 

Motores Diesel industriais e marítimos 
Fogões eléctricos 

Frigoríficos 

Ventilação e condicionamento de ar 
Aparelhagem de Raios X e electromedicina 


TECNICA XIX 


O ensaio contínuo das areias de moldação e de machos 
intervem numa larga margem no melhoramento da super- 
fície das peças fundidas, na diminuição dos refugos e na 
utilização racional des areias. 

O ensaio das areias constitue um primeiro passo essen- 
cial na fabricação de moldações de qualidade, 

Em numerosos, paises a preferência dos fundidores vai 
para 


Os aparelhos +6GF+ 
de ensaio de areias, 


que se distinguem por uma granda manejabilidade, uma 
precisão elevada de medida e apresentação estética. 
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